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Bevezetés

A korosztályomból sokan gondolják úgy, hogy a matek csak arra való, hogy szegény diákok életét megkeserítsék vele. Egyesek unalmasnak, mások nehéznek, ismét mások pedig értelmetlennek tartják, mondván, hogy az alapműveleteket ismerjük, prímszámokra, sokszögekre, meg hasonlókra pedig ugyan semmi szükség sincs az életben. Ezekkel szemben itt vagyunk mi, akik szeretjük a matek órát, minden új feladatot új kihívásnak tekintünk, és ha megoldjuk, örömittasan szárnyalunk tovább, új ismeretek felé. Közben az előzőek furán néznek ránk. Ezen verseny elején még ugyanilyen furán néztem én is azokra, akik komolyan művelik a matematikát és szeretik a bizonyításos feladatokat, sőt saját tételeket találnak ki. 
Ma már ez másként van. Meggyőződtem róla, és most szeretnék másokat is meggyőzni arról, hogy a matematika, bár néha nehéznek tűnik, de semmiképp sem unalmas, és végképp nem értelmetlen. Azok pedig, akik jó barátságban vannak vele, mármint a matematikával, azok bár kicsit különcök, de teszik ezt a szó legnemesebb értelmében. 
Itt idézném Szentgyörgyi Albert szavait: „Ahhoz, hogy az ember valami egészen újat meglásson, ahhoz egészen másként kell gondolkodnia.” Tehát az emberiségnek a fejlődéséhez szükség van ezekre a különcökre. 

A kutatás lépései

Agyam nyitva áll
Bár a témaválasztásom megindítói a „Bizonyítsd …” kezdetű szakköri feladatok voltak, kutatásaimat mégis azzal kezdtem, hogy elkezdtem olvasni az „Agyam nyitva áll” c. könyvet. Először megragadtak Erdős Pál életrajzi adatai. Zsidó származás, két halott testvér –gondoltam máris van két közös vonásunk a matematika-szeretet mellett. Persze én, Erdős szavaival élve, nagyon-nagyon epszilon (( - görög betű, a matematikában így jelölik az elhanyagolhatóan kicsi mennyiségeket, Erdős a gyerekeket nevezte így)  vagyok őhozzá képest. 
A könyv további lapjain elég nehezen rágtam át magam. Sok, számomra eddig ismeretlen matematikai területre pillanthattam be, sok új fogalommal találkoztam, melyek magyarázatra szorultak. Viszont élveztem az elbeszélő stílusát, amint szavaival lefesti, és humorával kiszínezi Erdős Pál különcségét, és megpróbálja elérhetővé tenni a matematika legelvontabb bugyraiban rejlő problémákat.
A bizonyítás 

További munkám során a bizonyításokkal foglalkoztam. Ehhez a Wikipedia oldalait hívtam segítségül, és próbáltam párhuzamot vonni az ott találtak, a könyvben olvasottak és az addigi ismereteim között.

A matematikában három fajta igazságot ismerünk: 

· Axióma – magától értetődő kijelentés, ami nem szorul bizonyításra (Pl. két ponton keresztül pontosan egy egyenes húzható, vagy 1+1=2)
· Tétel – olyan igazság, amit bizonyítani kell (Pl. Püthagorasz tétele) 

· Sejtés – igaznak tűnő kijelentés, melynek sem igaz, sem hamis voltát még nem sikerült bebizonyítani (Pl. a prímszámok halmaza nem korlátos – sejtjük hogy így van, de még senki sem találta meg a legnagyobb prímszámot, de azt sem sikerült bizonyítani, hogy nincs ilyen)
Tehát, hogy a sejtésből tétel legyen, ahhoz bizonyítani kell. Bizonyítani pedig annyit jelent, mint axiómákból és tételekből megfelelő logikai következtetéseket levonva, átörökíteni az igazságot.

Az axiómák, be vannak építve az ember génjeibe. Ezt a tudósok az evolúcióval magyarázzák. 
A csecsemők alighogy érzékelik a környezetüket, máris észreveszik, ha a környezetükben lévő tárgyak száma kettőről háromra változik. Karen Wynn pszichológus öt hónapos babákkal végzett kísérletet. Egy Miki egeret mutatott nekik, majd látványosan egy paraván mögé rejtette. Ugyanezt megismételte egy másik Miki egérrel, majd elvette a paravánt. A babák odanéztek, de miután két játékot vártak, és annyit is láttak, másra kezdtek figyelni, nem érdekelte őket a dolog. Azonban amikor Wynn megismételte ugyanezt a kísérletet, de az egyik játékot titokban elvette a paraván mögül, a babák sokkal tovább figyeltek. Ugyanez történt akkor is, amikor két Miki egérből egyiket látványosan eltávolította, viszont a paraván felemelése után még mindig két egeret láttak. Ezzel bebizonyosodott, hogy a pár hónapos babák ösztönösen tudják, hogy 1+1=2 és 2-1=1. Megfigyelték, hogy olyan alapvető fogalmak, mint több, kevesebb, kisebb, nagyobb és néhány mértani alapfogalom is velünk születik. Ezek azok az ismeretek, melyekre a Homo Sapiensnek is szüksége volt. Tehát párhuzam vonható az ember törzsfejlődése és az egyedfejlődés között.

Mindazon igazság, amely nem születik velünk, az nem tartozik az axiómák közé, az csak sejtés, illetve, ha már valaki bebizonyította, akkor tétel. Ezeknek a megismeréséhez és megértéséhez komoly munkát kell befektetnünk, ezért az ilyen ismereteket meg kell becsülnünk. 
A Püthagorasz-tétel bizonyítása

Évszázadokon keresztül csak sejtés volt Püthagorasz tétele is. Már a babilóniaiak és az egyiptomiak is ismertek olyan számhármasokat, melyek biztosan derékszögű háromszög oldalainak mérőszámai. Ezeket sikeresen használták a földmérésben és az építészetben. A babilóniaiak már állítólag azt is tudták, hogy ezek a számhármasok mindegyikében a legnagyobb szám négyzete egyenlő a másik két szám négyzetének összegével. Azonban a tételt mégsem Babilonról, hanem a több mint ezer évvel később élt Püthagoraszról nevezték el. Ez nem azért van, mert Püthagorasznak jobb volt a sajtóügynöke, hanem azért, mert Neki sikerült mindezt logikailag bizonyítani.  Erdős Pál például már gimnazista korában harminchét bizonyítást ismert erre az egy tételre.
Ezek közül talán legismertebb az átszerkesztés módszere:
[image: image1.bmp]A képről leolvasható a tétel bizonyítása. Mindkét nagy négyzet egyenlő területű, tehát ha mindkét oldalon elhagyjuk az azonos területű 4-4 háromszöget, akkor a maradék területének is egyeznie kell. Baloldalt két, jobboldalt egy négyzet marad, amelyek területe az egyenlet bal, illetve jobb oldalát adják.

Felhasználtuk, hogy

1. a háromszögek területe egyezik, mivel két oldaluk (a és b) illetve az általuk közbezárt szögek megegyeznek,

2. a jobb oldalon lévő rombusz (minden oldala c) négyzet, mivel minden szöge 90° ( 180°-(α+β), ahol α, β az ábrán lévő derékszögű háromszögek hegyesszögei  ), tehát szögei megegyeznek, tehát derékszögek.

[image: image2.png]B

22222222



Egy másik ehhez hasonló módszer, ami nem az elhagyásokon, hanem az összerakáson alapul a következő:

[image: image3.bmp]       

A Pitagorasz-tétel elsősorban területek egyenlőségét mondja ki, azonban az iskolában, mint az oldalak hosszúságának négyzetére vonatkozó tétel szerepel. Mégis a bizonyítását ilyen egyszerű átdarabolásos bizonyításhoz hasonló ún. „hindu bizonyítás” formájában szokás elvégezni. 
A bizonyítási módszerek

A matematikában általában ettől elvontabb, formálisabb bizonyításokkal találkozunk, ezek közül néhány módszert szeretnék itt bemutatni.

Direkt bizonyítás (dedukció)
Ezt a módszert a „Bizonyítsd be, hogy ha … akkor …” szövegű feladatoknál alkalmazzuk leginkább.  Lényege, hogy a feltételből kiindulva, felhasználva az ismert axiómákat és tételeket eljutunk a bizonyítandó kijelentésig.

Példa
Bizonyítsd be, hogy ha x valós szám, akkor a 4(x-3)+x(x+2)+26 kifejezés értéke biztosan pozitív szám.

Az adott kifejezést a valós számok tulajdonságait ismerve a következő lépésekben alakíthatjuk át:

4(x-3)+x(x+2)+26   =   4x-12+x2+2x+26   =   x2+6x+14   =   x2+6x+9+5   =   (x+3)2+5
Mint tudjuk bármely valós kifejezés négyzete pozitív szám, és az 5 is pozitív szám, és két pozitív szám összege mindig pozitív szám. Tehát az adott kifejezés biztosan pozitív szám lesz.

Indirekt bizonyítás (reductio ad absurdum)
Ennél a módszernél feltételezzük, hogy a bizonyítandó állítás hamis, majd megvétózzuk a kiinduló feltételt, vagy valamely alapigazságot. 
Legszebb példa erre a Püthagorasz-botrány. Püthagorasz egy egyenlő szárú, egy egységnyi befogójú háromszöget vizsgált, milyen hosszú a háromszög átfogója. A tétel alapján:  c2=12+12, azaz c2=2. Azonban Püthagorasz legnagyobb rémületére és elkeseredésére bebizonyította, hogy nem létezik olyan tört, melynek a négyzete 2 lenne. Tehát léteznek nem racionális számok is, pedig egész életét és munkásságát arra alapozta, hogy minden szám racionális. Az ő vesztét, akárcsak Sámsonét, a saját ereje, a bizonyítás okozta. 

Rémületükben tanítványaival elzárták a táblákat, ám a titok nem maradhatott titok, mert egyikük kifecsegte a tényt, hogy a racionális számok nem is mindenhatóak, és erre még bizonyíték is van. Állítólag ezért az életével fizetett. 
A következőképp bizonyíthatjuk, hogy √2 irracionális szám:
Feltételezzük hogy a √2 racionális szám, tehát felírható √2=a/b alakban ahol a és b relatív prímek, azaz a tört egyszerűsítve van. Ekkor a2/b 2=2, azaz a2=2b 2. Ebből azt látjuk, hogy a2 páros szám, ebből pedig az következik, hogy a is páros, mert a páratlan  számok négyzete mindig páratlan. Tehát a fölírható a=2k formában, ahol k egy valós szám, pontosan a fele. Ezt négyzetre emelve a2=4k 2 kifejezést kapjuk, ami azt jelenti, hogy minden páros szám négyzete osztható 4-gyel. Az eddigiekből (a2=2b 2 és a2=4k 2) következik, hogy 2b 2=4k 2, amit ha egyszerűsítünk, b 2=2k 2 kifejezést kapjuk. Ez pedig azt jelenti, hogy b2  és ezzel b is páros szám. Azonban ez ellentmond az eredeti feltételezésnek, hogy a és b relatív prímek, mert arra a következtetésre jutottunk, hogy az a és a b is párosak. Ez az ellentmondás azt bizonyítja, hogy az eredeti feltevésünk, hogy a gyök kettő racionális szám, hibás volt, tehát a gyök kettő irracionális szám.
Erdős erre a bizonyításról azt állította, hogy a Könyvből van. A Könyv szerinte a istennél van, és tartalmazza a világmindenség legszebb bizonyításait. Erdős szájából a legnagyobb dicséretnek számított, ha valamiről azt mondta, hogy a Könyvből van. A bizonyítás szépségét pedig annak, érthetősége, eleganciája, egyszerűsége és pontossága adja.
 Dirichle-elv (skatulyaelv)

A skatulyaelv lényege, hogy n darab skatulyába csak úgy tudunk n+1 elemet elhelyezni, ha legalább egy skatulyába 2 elem kerül.

Példa

Bizonyítsd be, hogy ha egy 7cm élű négyzet alakú papírlapra 50 hangya rámászik, biztosan lesz két olyan hangya, melyek közötti távolság nem nagyobb, mint √2cm.

Bizonyítás: Ha a papírlapot egységnyi oldalú négyzetekre osztjuk, 7x7=49 négyzetecskét kapunk. Mivel 50 hangyánk van, lesz legalább egy olyan négyzetecske, melybe 2 hangya kerül. Ezek, ha a négyzeten belül egymástól legtávolabb akarnak kerülni, akkor a négyzet átellenes csúcsaiba húzódnak, tehát a közöttük levő távolság megegyezik a négyzet átlójának nagyságával, ami d=a√2=1*√2=√2. Mivel ketten jutnak erre a távolságra, egymástól ennél közelebb lesznek. .
Teljes indukció
A teljes indukciót általában a sorozatoknál alkalmazzuk, amikor be akarjuk bizonyítani, hogy a valamely tulajdonság a sorozat minden elemére érvényes. Ilyenkor leellenőrizzük az állítást a sorozat első tagjára, vagy tagjaira, feltelezzük, hogy igaz az n-1-dik tagra, majd bizonyítjuk, hogy az n-1-dik tag igazságából következik az n-dik tagé is.  

Példa
Bizonyítsd be, hogy az első n természetes szám összege n*(n+1)
                                                                                                 2

Erre Gauss a híres matematikus már egészen kicsi korában rájött. Amikor ugyanis a tanítója azt a feladatot adta nebulóinak, hogy számolják ki az 1-től 100-ig terjedő számok összegét, gondolván, hogy sokáig el fognak bíbelődni a feladattal a gyerekek, és ő addig nyugodtan foglalkozhat egyéb elfoglaltságaival, a kis Gauss felfedezett valamit, és seperc alatt jelentkezett a helyes válasszal. Rájött arra, hogy 1+100 = 2+99 = 3+98 =…=50+51 = 101. Már csak azt kellett meglátni, hogy 50 db ilyen szám pár van, és 101-t meg kellett szorozni 50-nel, és megvan a megoldás: 5050.
Hogy a képlet valóban minden természetes számra érvényes, indukcióval bizonyítjuk:

a) ellenőrizzük n=1-re: 1=1*(1+1)/2 = 1, tehát igaz

b) feltételezzük (n-1)-re: 1+2+…+(n-1)= (n-1)*n/2

c) megnézzük mi lesz n-nel:
             1+2+…+(n-1)+n= (n-1)*n/2+n


                             = ((n-1)*n+2n)/2


                             = n(n-1+2)/2   



                             =n(n+1)/2, tehát épp, amit kerestünk.

A hamisból bármi következhet elve

Egy anekdota szerint Russell egy előadásán a hallgatóság kérésére így demonstrálta ennek az elvnek a működését. Azt kérték, igazolja, hogy ha 2 + 2 = 5, akkor ő a római pápa. A következőképpen érvelt: 

„Tegyük fel, hogy 2 + 2 = 5. Ekkor persze 4 = 5. Vonjunk le mindkét oldalból 3-at, kapjuk 1 = 2. Én és a Pápa két külön személy vagyunk, de 2 = 1, tehát mi ketten ugyanazok vagyunk, azaz én vagyok a római pápa.”

Összegzés
Miután könyveket lapoztam, feladatgyűjteményeket bújtam, neten böngésztem, elővettem jegyzeteimet és megírtam e dolgozatot. Közben nemcsak új matematikai ismeretekre tettem szert, hanem érdekes embereket ismertem meg különböző korokból. Közös bennük a matematika tisztelete és szeretete volt. Arra jöttem rá, hogy a matematikusok kicsit tudósok, kicsit művészek, kicsit sportolók. Többnyire a matematikát menedéknek tekintik, akihez elvonulhatnak a reális világ viszontagságai elől, hogy tökéletesítsék magukat, és utána a világ kijavításának célját szolgálják. 
Próbáltam olyan feladatokat válogatni, amelyek a hétköznapi ember számára is elérhetőek, és talán még érdekesek is.
Következtetés
Munkám végeztével arra a következtetésre jutottam, hogy a matematika határtalan terület. Folyamatosan újabbnál újabb ágai alakulnak ki és fejlődnek. A hagyományos, formális matematika tényleg nehéznek, unalmasnak tűnhet, de nélküle nem alakulhatott volna ki a valószínűség számítás, játékelmélet, gráfelmélet és a jelen kor megfogató és számomra érdekesnek, hasznosnak tűnő ágai. Viszont ahhoz, hogy a lépcső tetejére jussunk, ahhoz minden fokon át kell haladnunk, és agyunknak nyitva kell állnia . 
Felhasznált irodalom

Nyomtatott irodalom:

Bruce Schester: Agyam nyitva áll (Vince kiadó és Park kiadó, Budapest, 1999)
Reiman István: Matematika (Műszaki Könyvkiadó, Budapest,1992)

Matematiskop – matematikai lapok (Matematiskop, Beograd, 2001-2004)
Internetes irodalom:

http://hu.wikipedia.org/wiki/Matematikai_bizonyítás (2011.5.7.)

http://matek.fazekas.hu/portal/kutatomunkak/lexikon/08evf/2005/lexikon.html#pitagorasz_tetel (2011.5.7.)
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